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Sažetak
U ovom radu opisani su nasumicˇni procesi, njihova svojstva te primjena u
fizici i u drugim poljima znanosti. Proces nasumicˇnog gibanja prvi je uocˇio
botanicˇar Robert Brown. Brownovo gibanje je u skladu s centralnim gra-
nicˇnim teoremom koji govori kako srednja vrijednost dovoljno velikog broja
nasumicˇnih varijabli, od kojih svaka ima konacˇnu varijancu, slijedi normalnu
(Gaussovu) raspodjelu. Opisat c´emo i procese koji odstupaju od centralnog
granicˇnog teorema, a jedan od takvih procesa je Lévyjev let koji opisuje na-
sumicˇan hod kod kojeg duljine koraka imaju teškorepu (eng. heavy tailed)
raspodjelu, odnosno raspodjelu vjerojatnosti cˇiji krajevi nemaju eksponenci-
jalni pad. Takva raspodjela vjerojatnosti ima za krajnje vrijednosti puno vec´e
vrijednosti nego normalna raspodjela. Lévyjeva raspodjela je generalizacija
normalne raspodjele za sumu nezavisnih varijabli u slucˇajevima kada vari-
jance varijabli divergiraju, odnosno idu u beskonacˇnost. Zbog svojih svoj-
stava, ovakvi procesi pružaju izvrstan alat za opis mnogih prirodnih feno-
mena u fizici i drugim znanostima, što je ilustirano kroz prakticˇne primjere
u fizici te kod dinamike bankrota.
Kljucˇne rijecˇi: Brownovo gibanje, stohasticˇki procesi, normalna raspodjela,
teškorepa raspodjela, Lévyjev let
Levy flight
Abstract
This thesis gives an overview of random processes, their properties and their
application in physics and in other fields of science. The process of the ran-
dom movement was first observed by botanist Robert Brown. Brown’s motion
is consistent with the central limit theorem, which states that the mean value
of a sufficiently large number of random variables, each having a finite vari-
ance, follows a normal (Gauss) distribution. Processes that deviate from the
central limit theorem and one such process is the Lévy flight which describes
a random walk in which the length of the steps has heavy-tailed distribu-
tion, i.e. probability distribution whose ends do not have an exponential
drop. Lévy distribution is the generalization of the normal distribution for
the case where variance of the sum of independent variables diverges or goes
to infinity. Because of its properties, Lévy distribution provides an excellent
tool for describing many natural phenomena in physics and other sciences,
which is illustrated through practical examples in physics and dynamics of
bankruptcy.
Keywords: Brownian motion, stochastic processes, normal distribution,
heavy-tailed distribution, Lévy flight
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1 Uvod
U prirodi možemo opaziti dva nacˇina gibanja: pravilna, poput gibanja planeta i nasu-
micˇna, poput Brownovog gibanja. Pravilna gibanja mogu se opisati deterministicˇkim
pristupom koji predvid¯a moguc´nost odred¯ivanja buduc´ih dogad¯aja na temelju odre-
d¯enih pocˇetnih uvjeta. Nepravilna gibanja zahtijevaju drukcˇiji, statisticˇki pristup,
koji se u svojoj ranoj fazi primjenjuje na distribucije s dobro definiranim vrijednos-
tima i varijancom. Osnovni takav primjer je Gaussova raspodjela, u kojoj je srednja
vrijednost mjerenih velicˇina predstavljena kao najvjerojatniji ishod u seriji slucˇajnih
varijabli, a varijanca kao mjera odstupanja. Med¯utim, ako promatramo Maxwell-
Boltzmannovu ili Planckovu raspodjelu, cjelokupna raspodjela ima odred¯eno fizi-
kalno znacˇenje. Udaljenost od srednje vrijednosti više nije pogreška, a izrazito velike
varijance nisu pokazatelj loših rezultata mjerenja. U ovakvim slucˇajevima, predvid¯a-
nje ishoda predstavljeno je cjelokupnom distribucijom.
Cilj ovog rada je istražiti raspodjelu s beskonacˇnom varijancom, a u nekim slucˇaje-
vima i s beskonacˇnom srednjom vrijednošc´u. Ovakvu raspodjelu nazivamo Lévyjeva
raspodjela, koja je blisko povezana s fraktalnim trajektorijama nasumicˇnog šetacˇa,
koje nazivamo Lévyjev let. Kao što se Brownovo gibanje može primijeniti na jednos-
tavnijim sustavima, Lévyjev let možemo primijeniti u nelinearnim, fraktalnim, ka-
oticˇnim i turbulentnim sustavima. Konacˇno, u radu c´emo na što jednostavniji nacˇin
opisati stohasticˇke procese, njihovu konstrukciju, neka zanimljiva svojstva i njihovu
primjenu u fizici te na drugim poljima znanosti.
U prvom dijelu rada pobliže c´emo se upoznati s procesom nasumicˇnog gibanja
kojeg je prvi uocˇio botanicˇar Robert Brown. Brownovo gibanje je u skladu s central-
nim granicˇnim teoremom koji govori kako srednja vrijednost dovoljno velikog broja
nasumicˇnih varijabli, od kojih svaka ima konacˇnu varijancu, slijedi normalnu (Ga-
ussovu) raspodjelu.
U drugom dijelu rada c´emo se baviti procesima koji odstupaju od centralnog gra-
nicˇnog teorema, a jedan od takvih procesa je Lévyjev let koji opisuje nasumicˇan hod
kod kojeg duljine koraka imaju teškorepu (eng. heavy tailed) raspodjelu, odnosno
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raspodjelu vjerojatnosti cˇiji krajevi nisu eksponencijalno odred¯eni, što znacˇi da je vje-
rojatnost za krajnje vrijednosti puno vec´a nego kod normalne raspodjele. Lévyjeva
raspodjela je generalizacija normalne raspodjele za sumu velikog broja nezavisnih
varijabli u slucˇajevima kada varijance varijabli divergiraju, odnosno idu u besko-
nacˇnost. Zbog svojih svojstava, ovakvi procesi pružaju izvrstan alat za opis mnogih
prirodnih fenomena u podrucˇjima fizike i drugih znanosti.
U završnom dijelu rada upoznat c´emo se s ekonofizikom i opisati primjenu Lévyje-
vog leta analizom dinamike vremenskih serija. Promatrajuc´i promjenu financijskih
pokazatelja u Altmanovom modelu, odnosno promjene kreditnog rejtinga poduzec´a,
pokazat c´emo da svaki od pokazatelja, ukljucˇujuc´i i Altmanov Z pokazatelj, slijede
Lévyjevu stabilnu raspodjelu. Na taj nacˇin c´emo primjenom teorije i metoda iz fizike




Fizikalni fenomen Brownovog gibanja, koje je prikazano na Slici 2.1, opazio je škot-
ski botanicˇar Robert Brown 1827. godine promatranjem sitnih cˇestica cvjetne peludi
u vodi pod mikroskopom. Pratec´i putanju peludnog praha uocˇio je da se cˇestice na-
sumicˇno gibanju, med¯utim nije znao objasniti uzrok takvog gibanja. Pokušao ga je
objasniti postojanjem života unutar cˇestice i pretpostavkom da je gibanje neovisno
o mediju u kojem se cˇestica nalazi, no nakon što je cˇestice peludi zamijenio neži-
vim cˇesticama minerala, opazio je slicˇno kaoticˇno gibanje te iskljucˇio svaku biološku
osnovu kao uzrok ovakvog nacˇina gibanja. Egzaktno teorijsko objašnjenje ovog feno-
mena dao je Albert Einstein 1905. godine. Cˇestice peludi se gibaju nasumicˇno pod
utjecajem sudara s manjim molekulama vode koje nailaze na nju iz svih smjerova
i prilikom sudara predaju joj svoj impuls. Promatramo li ucˇinak sudara na veliko
tijelo, u svakom trenutku jednak broj cˇestica udara s jedne i s druge strane tijela
i ukupna sila na tijelo jednaka je nuli. U slucˇaju kada imamo manje tijelo, poput
zrnca peludi ili minerala, ukupna sila nec´e biti uravnotežena jer c´e efekti sudara s
jedne strane tijela biti izraženiji. Takod¯er, pojavljuje se i sila trenja koja uzrokuje gu-
šenje jer gibajuc´a cˇestica sudarom prenosi dio kineticˇke energije na molekule vode.
Sukladno tome, Einstein je razvio matematicˇki model kojim je moguc´e predvidjeti
gibanje Brownove cˇestice te povezao koncepte viskoznost i difuzije, što je omogu-
c´ilo mjerenje Boltzmannove konstante k i Avogadrovog broja NA. Premda je bilo
nekoliko eksperimenata koji su nastojali dokazati Einsteinova predvid¯anja, konacˇnu
potvrdu nizom eksperimenata napravio je Jean Perrin 1911. godine. Brownovo giba-
nje zauzima važnu ulogu u modernoj teoriji slucˇajnih procesa cˇije je otkric´e znacˇajno
utjecalo na proucˇavanje Gaussovih i Markovljevih procesa te ima široku primjenu u
mnogim podrucˇjima znanosti.
2.1 Model nasumicˇnog šetacˇa
Matematicˇki, Brownovo gibanje možemo opisati modelom nasumicˇnog šetacˇa koji
predstavlja cˇesticu u jednodimenzionalnom prostoru koja se diskretnim koracima
može gibati po pravcu. Vjerojatnost da se cˇestica pomakne u jednu ili drugu stranu
pri svakom koraku je jednaka i ne ovisi o položaju na pravcu. U vremenskom inter-
valu od τ sekundi, svaka cˇestica se otkloni od ravnotežnoj položaja za udaljenost δ s
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Slika 2.1: 2D racˇunalna simulacija putanje Brownove cˇestice pocˇetnog položaja (0,0) koja se
giba nasumicˇno odabranim koracima (n=100 koraka). Zelenom bojom oznacˇen je pocˇetni, a
crvenom bojom konacˇni položaj.
jednakom vjerojatnošc´u. Položaj i-te cˇestice nakon n koraka je
xi(n) = xi(n− 1)± δ. (2.1)
Pretpostavimo da imamo N cˇestica. Prosjecˇni pomak ukupnog broja cˇestica od rav-





xi(n− 1)± δ = 〈x(n− 1)〉. (2.2)






[x2i (n− 1)± 2δx2i (n− 1) + δ2] = 〈x2(n− 1)〉+ δ2. (2.3)
Predznak± u zagradi je u prosjeku nula zbog toga što je za polovicu cˇestica pozitivan,
a za drugu polovicu negativan. Buduc´i da je 〈x2(1)〉 = δ2, 〈x2(2)〉 = 2δ2, 〈x2(3)〉 =
3δ2, itd., možemo zapisati da je 〈x2(n)〉 = nδ2. Primjec´ujemo da se drugi korijen





t = 2Dt, (2.4)
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pri cˇemu D predstavlja koeficijent difuzije koji opisuje gibanje cˇestica u odred¯enom
mediju pri nekoj temperaturi. Takod¯er, vidimo da prosjecˇni kvadrat pomaka raste
linearno u vremenu, odnosno pomak Brownove cˇestice nije proporcionalan s vre-
menskim intervalom, nego s njegovim drugim korijenom.
2.2 Newtonov opis gibanja cˇestice
Gibanje Brownove cˇestice možemo opisati i pomoc´u drugog Newtonovog zakona koji
kaže, u slucˇaju da se masa cˇestice ne mijenja, da je zbroj svih sila koje djeluju na cˇes-
ticu jednak umnošku mase cˇestice m i rezultirajuc´e akceleracije cˇestice ~a. Djelova-
njem vanjske sile ~Fv cˇestica c´e imati akceleraciju, med¯utim ona se nalazi u viskoznoj
tekuc´ini s koeficijentom trenja γ pa c´e na nju djelovati i sila trenja. Uzimajuc´i u obzir







pri cˇemu X predstavlja vanjsku silu. Pretpostavit c´emo da je otpor viskoznosti dan
Stokesovim zakonom za silu trenja, tj. γ = 6piηr, pri cˇemu je η dinamicˇka viskoz-
nost fluida, a r radijus sfere, jer c´emo molekule aproksimirati sferama. Istražujemo
kvadrat srednje vrijednosti pomaka cˇestice u nekom vremenskom intervalu t. Pom-









































Za oba cˇlana jednadžbe uzet c´emo srednje vrijeme i cˇlan 〈xX〉 tada u prosjeku pos-
taje nula. Potom c´emo definirati z = d(x2)/dt i primijeniti ekviparticijski teorem
〈mv2〉 = kT/2, gdje je k Boltzmannova konstanta, koja u SI sustavu jedinica iznosi
približno 1.38 ·10−23m2kgs−2K−1, a T termodinamicˇka temperatura. Ekvipariticijski
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teorem govori o tome kako je kineticˇka energija svakog stupnja slobode u idealnom
plinu (tj. tekuc´ini) jednaka kT/2. Buduc´i da su cˇestica koju promatramo i tekuc´ina
u kojoj se ona nalazi u termodinamicˇkoj ravnoteži, istu energiju možemo uzeti i za








z = kT. (2.9)




















Prosjecˇni kvadrat odstupanja od pocˇetnog položaja raste proporcionalno s vremenom
kao što smo pokazali i u prethodnom poglavlju. Iako ne možemo sa sigurnošc´u pre-
dvidjeti položaj cˇestice, možemo opisati koliko brzo c´e se gibati i na kojoj udaljenosti
c´e se nalaziti nakon vremena t. Konacˇni efekt djelovanja nasumicˇnih sila molekula
vode je kaoticˇno gibanje vec´e cˇestice te je ukupni prijed¯eni put u odnosu na pocˇetni
položaj proporcionalan s
√
t, pri cˇemu je t vremenski interval u kojem promatramo
gibanje. D = kT/γ je Einsteinova relacija prema kojoj jednadžba (2.12) postaje
〈x2〉 = 2Dt. Ovakvo rješenje predstavlja rješenje u jednoj dimenziji, no s obzirom da
su gibanja u svakoj dimenziji nezavisna, kvadrat srednje udaljenosti u tri dimenzije
c´e izgledati kao
〈r2〉 = 〈x2〉+ 〈y2〉+ 〈z2〉 = 6Dt, (2.13)
što c´emo i pokazati u sljedec´em poglavlju.
Velicˇina γ povezuje konstantu difuzije D koja je makroskopsko svojstvo i koefi-
cijent trenja η koji ovisi o mikroskopskom svojstvu cˇestice. Konstanta difuzije D
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Brownove cˇestice povezana je i s njenom mobilnosti µ preko jednadžbe







gdje je R univerzalna plinska konstanta koja je ekvivalentna Boltzmannovoj kons-
tanti k cˇija je vrijednost R = 8, 314472JK−1mol−1.
Da jednadžba (2.13) vrijedi za Brownovo gibanje možemo se uvjeriti i eksperi-
mentalno mjerec´i male pomake difuzije polistirenskih1 zrnaca u vodi. Graf kvadrata
srednjeg pomaka cˇestice u ovisnosti o vremenu c´e biti linearan s nagibom odred¯e-
nim koeficijentom difuzije D. Poznavajuc´i D, preko Stokesovog zakona zakona za
silu trenja možemo izracˇunati Boltzmannovu konsantu k koristec´i Einstenovu rela-
ciju (2.14).
2.3 Difuzija
Promatramo cˇesticu u vremenskim intervalima kτ, k = 1, 2, ... na koju nailazi veliki
broj manjih molekula vode i pomicˇu ju po pravcu u jednoj dimenziji za odred¯eni
iznos h. Vjerojatnost da se cˇestica otkloni u jednu stranu je p, a u suprotnu stranu
q = 1 − p. Definirat c´emo funkciju vjerojatnosti f(x, t) da se gibajuc´a cˇestica iz
pocˇetnog položaja x = 0 u trenutku t = 0 pod utjecajem N sudara otkloni u položaj
x za vrijeme t = Nτ . Tada f(x, t) zadovoljava jednadžbu
f(x, t+ τ) = pf(x− h, t) + qf(x+ h, t). (2.15)
Jednadžba (2.15) opisuje vjerojatnost pomaka nasumicˇnog šetacˇa u jednoj dimenziji.
Ukoliko je p = 1 = 1/2, kažemo da je nasumicˇna šetnja simetricˇna, u suprotnom je
asimetricˇna.
Promotrimo kako se jednadžba mijenja ako h i τ teže u nulu, odnosno u slucˇaju
neprekidnosti. Moramo uvesti odred¯ena ogranicˇenja za h i τ , jer bi u protivnom re-
zultiralo time da se cˇestica u konacˇnom vremenskom intervalu otkloni u beskonacˇno
s vjerojatnošc´u 1, što je fizikalno nemoguc´e. Iz istog razloga, vrijednosti p i q ne mo-
žemo odrediti proizvoljno. Oduzmemo li f(x, t) s obje strane jednadžbe (2.15) dobit
1Polistiren (C8H8)n - polimer stirena i jedan od najcˇešc´ih plasticˇnih materijala.
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c´emo
f(x, t+ τ)− f(x, t) = p[f(x− h, t)− f(x, t)] + q[f(x+ h, t)− f(x, t)]. (2.16)
f(x, t) je derivabilna po t i dvostruko derivabilna po x,
f(x, t+ τ)− f(x, t) = τ ∂f
∂t
+O(τ)































Da bismo dobili konacˇnu granicu, moramo definirati uvjet da kada N teži u besko-
nacˇno, odnosno kada imamo iznimno veliki broj cˇestica i pri t = Nτ ,
h2
τ
→ 2D i (p− q)h
τ
→ v, (2.18)
gdje su v i D konstante, odnosno driftna brzina i koeficijent difuzije. Uvrštavanjem









s pocˇetim uvjetom f(x, 0) = δ(x). Postavljanje problema na prethodno opisani nacˇin
rezultiralo je fizikalno smislenim rezultatom koji dobro opisuje bitne znacˇajke difu-
zije u prostoru. Promotrimo li nasumicˇnu šetnju u trodimenzionalnom prostoru u
vremenskim intervalima kτ, k = 1, 2, ... cˇestica u tocˇki P s koordinatama r = (x, y, z)
se za svaki interval otkloni s vjerojatnošc´u 1/6 u jednu od 6 susjednih tocˇaka, pri-
kazano na Slici 2.2. Vjerojatnost f(r, t) da se gibajuc´a cˇestica iz pocˇetnog položaja
r = 0 u vremenu t = 0 pod utjecajem N sudara otkloni u položaj r = (N1h,N2h,N3h)
u vremenu t = Nτ zadovoljava jednadžbu





f(r − heˆi, t) + f(r + heˆi, t), (2.20)
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Slika 2.2: 3D prostor s naznacˇenim pocˇetnim položajem tocˇke P i prvim susjednim tocˇkama






h2∆f(r, t) +O(h2). (2.21)




i konacˇno, dobivamo jednadžbu difuzije
∂f(r, t)
∂t
= D∆f(r, t). (2.23)







u trodimenzionalnom prostoru gdje je |r| euklidska udaljenost r od ishodišta. Pro-
sjecˇnu vrijednost velikog broja putanja 〈r2(t)〉 kvadrata pomaka Brownove cˇestice u
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te smo na ovaj nacˇin došli do istog rješenja kao i u prethodnom poglavlju, odnosno
do istog oblika kao što je i jednadžba (2.13).
2.4 Brownovo gibanje kao nasumicˇna varijabla
Promotrit c´emo Brownovo gibanje u slucˇaju jednodimenzionalne simetricˇne nasu-





gdje je ∆X pomak Brownove cˇestice izmed¯u odred¯enih vremenskih intervala. Buduc´i
je Brownova cˇestica okružena u prosjeku jednakim brojem molekula vode koji nailaze
na nju iz svih smjerova, ocˇekivani pomak cˇestice je nula jer je jednako vjerojatno da
na nju naleti molekula iz bilo kojeg smjera. Kažemo da su ∆X nasumicˇne nezavisne
varijable s prosjecˇnom vrijednosti jednakom nula te varijancom









U granici kada N → ∞, odnosno kada imamo beskonacˇno mnogo cˇestica, t = N/τ
(makroskopsko vrijeme) je O(1) i buduc´i je h2/τ takod¯er O(1), h2 = O(τ) = O(1/N).
Zakljucˇujemo da je XN suma nasumicˇnih varijabli s varijancom O(1/N). Primjenju-
jemo centralni granicˇni teorem koji se odnosi na granicˇne zakone raspodjele niza
nasumicˇnih varijabli. Suma velikog broja nasumicˇnih varijabli ima standardnu nor-




∆Xk → X(t), (2.28)
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pri cˇemu je X(t) nezavisna nasumicˇna varijabla ocˇekivane vrijednosti nula s varijan-







Slika 2.3: Graf gustoc´e raspodjele vjerojatnosti za Gaussovu raspodjelu s ocˇekivanom vrijed-
nosti 0 i varijancom 1.
Za centralni granicˇni teorem vrijedi univerzalnost: bez obzira koja je raspodjela
varijable ∆Xk, granica jednadžbe (2.29) vrijedi. Pretpostavke da se cˇestice pomicˇu
za jednake udaljenosti i da se interakcije dogad¯aju pravilno svakih τ sekundi sada
možemo zanemariti. Varijabla ∆Xk je nezavisna i ima konacˇnu varijancu. Za varija-
blu τ možemo rec´i da je nasumicˇna te da ima eksponencijalnu raspodjelu pri cˇemu







koja proizlazi iz molekularno-kineticˇke teorije. U granici neprekidnosti uzet c´emo
〈τ〉 → 0. Ovako opisani model vjerojatnosti je mnogo realisticˇniji opis nasumicˇne
šetnje. Uzmemo li Brownovu cˇesticu koja se nalazi u fluidu temperature T , mase m i
11






µm ∼ µkT, (2.31)
što zadovoljava Einstenovu jednadžbu (2.14). Možemo vidjeti da je vrijeme nakon
sudara izmed¯u dvije cˇestice obrnuto proporcionalno konstanti trenja i temperaturi.
Vec´a brzina i temeperatura dovode do cˇešc´ih sudara izmed¯u molekula i Brownovih
cˇestica.
2.5 Brownovo gibanje kao stohasticˇki proces
Promatrat c´emo jednodimenzionalno Brownovo gibanje cˇestice u odred¯enom vre-
menskom intervalu pri cˇemu c´emo mjeriti položaj cˇestice x(t). Ukoliko imamo N
mjerenja položaja cˇestice, dobit c´emo skup položaja x1(t), x2(t), ...xN(t) i takva ras-
podjela se naziva empirijska raspodjela x(t), a skup svih mjerenja x(t) zovemo nasu-
micˇnom (stohasticˇkom) varijablom. Niz nasumicˇnih varijabli s parametrom t zovemo
stohasticˇkim procesom.
Brownovo gibanje B = {B(t), t ≥ 0} je slucˇajni proces sa sljedec´im svojstvima:
1. za proizvoljne t0, t1, ...tn ∈ [0,∞〉 t.d. je t0 < t1 < ... < tn nasumiˇcne varijable
Bt0 , Bt1 −Bt0 , Bt2 −Bt1 , ..., Btn −Btn−1 su nezavisne
2. za proizvoljne s,t t.d. je 0 ≤ s < t <∞ je Bt −Bs ∼ N (0, t− s)
3. P (B0 = 0) = 1, tj. B0 = 0 g.s.
Brownovo gibanje karakterizira svojstvo da ima nezavisne i stacionarne priraste
te da je Gaussov proces s ocˇekivanom vrijednosti nula i varijancom t. Takod¯er ima ne-
prekidne i nigdje diferencijabilne trajektorije. Zbog nezavisnosti prirasta, Brownovo
gibanje je Markovljev proces u neprekidnom vremenu s neprekidnim skupom stanja
koji je zadan stohasticˇkom diferencijalnom jednadžbom.
Slucˇajni proces X = {Xt, t ∈ T} je Markovljev proces ako vrijedi:
P (a < Xt ≤ b | Xt1 = x1, Xt2 = x2, ..., Xtn = xn) = P (a < Xt ≤ b | Xtn = xn)
(2.32)
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za sve t1, ..., tn, t ∈ T takve da je t1 < ... < tn < t i za sve a, b, x1, ..., xn ∈ R za koje su
gornje uvjetne vjerojatnosti dobro definirane.
Svojstvo (2.32) nazivamo Markovljevo svojstvo koje nam govori da buduc´a raspo-
djela vjerojatnosti procesa za dano trenutno stanje i sva prošla stanja ovisi samo o
trenutnom stanju, a ne o bilo kojem prethodnom. U svakom trenutku sustav može
prec´i u neko novo stanje ili ostati u istom. Ukoliko slijed ima Markovljevo svojstvo,
svako buduc´e stanje vremenski je neovisno o prijašnjem stanju. Markovljev proces u
neprekidnom vremenu s neprekidnim skupom stanja i gotovo sigurno neprekidnim
trajektorijama nazivamo difuzija, a najjednostavnija difuzija je upravo Brownovo gi-
banje.
2.6 Brownovo gibanje na financijskom tržištu
Brownovo gibanje ima znacˇajnu ulogu u izradi statisticˇkih modela koji se primjenjuju
na financijskom tržištu, poglavito na tržištu dionica. Dinamika promjene vrijednosti
dionica uvjetovana je raznim cˇimbenicima uz odred¯eni izvor nesigurnosti kojeg c´emo
modelirati Brownovim gibanjem. Za razumijevanje i izradu statisticˇkog modela, po-
trebno je opisati geometrijsko Brownovo gibanje.
Stohasticˇki proces St zadovoljava geometrijsko Brownovo gibanje ako zadovoljava
stohasticˇku diferencijalnu jednadžbu
dSt = uStdt+ σStdBt, (2.33)
gdje je Bt stohasticˇki dio diferencijalne jednadžbe, a u i σ konstante, odnosno pri-
nos na dionice (eng. drift) i volatilnost2. Kako bi pronašli rješenje diferencijalne




= udt+ σdBt. (2.34)
2Volatilnost - mjerilo nepredvidive promjene neke varijable u nekom vremenskom periodu. Po-
jednostavljeno govorec´i, volatilnost nekog financijskog instrumenta nam govori o velicˇini promjena
njegove cijene u nekom proteklom periodu, a najcˇešc´e se racˇuna kao standardna devijacija promjene
cijene u tom periodu.
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Rješenje za St uz bilo koju vrijednost t je log-normalna raspodjela s ocˇekivanom
vrijednosti i varijancom
E(St) = S0eut,









Prikaz geometrijskog Brownovog gibanja možemo vidjeti na Slici 2.4.
Slika 2.4: Graficˇki prikaz geometrijskog Brownovog gibanja za razlicˇite varijance (u = 1).
Geometrijsko Brownovo gibanje koristi se pri modeliranju cijena dionica jer se
ovaj proces u velikom dijelu slaže s realnim ocˇekivanjima te su izracˇuni pomoc´u njega
prilicˇno jednostavni. Glavni argument za korištenje ovakvog procesa je nezavisnost
ocˇekivane vrijednosti od trenutne te pretpostavljene pozitivne vrijednosti, kao što je
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slucˇaj i kod kretanja cijena dionica. Med¯utim, sam proces nije potpuno realisticˇan jer
se u stvarnom tržištu dionica volatilnost mijenja s vremenom, dok je pri Brownovom
procesu ona konstantna. Takod¯er, cijene dionica cˇesto naglo variraju pod utjecajem
nepredvidljivih dogad¯aja ili vijesti, dok je kod navedenog procesa putanja kontinu-
irana.
Ocˇekivani prinos u mjeri se godišnjom stopom uz pretpostavku kontinuiranog pri-
rasta. Investitori su opc´enito skloniji trenutnoj potrošnji i zbog toga ocˇekuju od
investicija nagradu za odgad¯anje potrošnje koja odgovara razini kamatnih stopa u
gospodarstvu. Što su kamatne stope više, izraženija je sklonost potrošnji u sadaš-
njosti, pa se zahtijeva i viši ocˇekivani prinos na bilo koju dionicu. Investitori su tako-
d¯er osjetljivi i na rizik, stoga za preuzeti vec´i rizik zahtijevaju viši ocˇekivani prinos.
Na taj se nacˇin ocˇekivani prinos javlja kao cijena kapitala koja se sastoji od cijene
vremena i cijene rizika.
Volatilnost cijene dionica σ mjera je neizvjesnosti prinosa na dionice. Može se defi-
nirati kao standardno odstupanje prinosa od ocˇekivane vrijednosti, a mjeri se stan-
dardnom devijacijom. Vrijednosti devijacje σ za dionice krec´u se u rasponu od 20%
do 50%. Standardna devijacija promjene cijene dionica u kratkom vremenskom in-
tervalu jest σ∆t. U relativno dužem vremensku intervalu T , aproksimativno se može
zapisati kao σ
√
T . Iz toga slijedi da se volatilnost može interpretirati kao standardna
devijacija promjene u cijeni dionice u jednoj godini. Standardna devijacija promjene
u cijeni dionice raste približno s drugim korijenom vremena. [7]
Univerzalnost zakona difuzije, odnosno Brownovog gibanja, može se objasniti
preko centralnog granicˇnog teorema koji opisuje ponašanje sume nasumicˇnih vari-
jabli. Ako je x1, x2, ..., xN serija nasumicˇnih N brojeva, njihova suma iznosi X =
x1 + x2 + ... + xN . Za veliki N , ona je varijabla cˇija je vjerojatnost odred¯ena Ga-
ussovom raspodjelom s ocˇekivanom vrijednosti µ i standardnom devijacijom σ, Slika
2.3. Pitamo se postoji li slucˇaj kada c´emo morati izbjec´i centralni granicˇni teorem,
odnosno kada odred¯eni proces nec´e zadovoljavati Gaussovu raspodjelu. Primjer tak-
vog procesa je ako imamo snažne fluktuacije gdje vjerojatnost promatranja atipicˇnih
dogad¯aja nije zanemariva. Procese koji se ne ponašaju u skladu s centralnim gra-




Promotrimo li posudu s vodom u kojoj se nalazi odred¯ena kolicˇina soli i pocˇnemo li
snažno miješati vodu u posudi, sol c´e se brzo raspršiti i gibanje cˇestice više nec´emo
biti u moguc´nosti opisati u okvirima Gaussove raspodjele. Poveznica izmed¯u mate-
maticˇke ideje i fizikalnog koncepta difuzije je centralni granicˇni teorem koji u pravilu
ne možemo primijeniti ako vjerojatnost p(x) neke vrijednosti x opada sporije od 1/x3
za veliki x, kao što je slucˇaj kod ovakvog gibanja. Generalizaciju centralnog granicˇ-
nog teorema u ovakvim slucˇajevima opisao je Paul Lévy 1935. godine proucˇavajuc´i
difuzije koje se ne ponašaju u skladu s Brownovim gibanjem. Posljedica fluktuacija u
prethodno opisanom i slicˇnim procesima je dvojaka. Suma X raste brže od drugog
korijena broja cˇlanova i takva raspodjela više nije Gaussova, nego ju nazivamo sta-
bilnom, odnosno Lévyjevom. Lévyjeve sume su posebne jer striktno prate hijerarhiju,
odnosno jako mali broj cˇlanova dominira nad drugima, cˇiji doprinos ukupnoj sumi X
postaje zanemariv. Prema tome, sumi doprinose samo dominantni cˇlanovi, za razliku
od Gaussove kod koje svaki cˇlan doprinosi ukupnom rezultatu. Matematicˇki, efekt
difuzije mjerimo porastom varijance σ2 u vremenskom intervalu svih cˇestica koje se
nasumicˇno gibaju,
σ2 = 〈x2(t)〉 − 〈x(t)〉2 = 2Dt. (3.1)
Pojedini koraci koje napravi nasumicˇni šetacˇ imaju razlicˇite duljine i vjerojatnost da











Jedina poveznica koju jednadžba (3.3) ima s konstantom difuzije je preko prva 2
cˇlana, 〈l〉 i 〈l2〉. Ovaj rezultat možemo primijeniti i na više dimenzija s varijancom
definiranom kao σ2 = 〈~x · ~x〉 − 〈~x〉 · 〈~x〉 i dužinom pojedinog koraka l.
U prethodna dva desetljec´a, fizicˇari su se više zainteresirali za proucˇavanje pro-
cesa nasumicˇne šetnje pri kojima drugi cˇlan u brojniku jednadžbe (3.2) pojedinog
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koraka teži u beskonacˇno, tj. 〈l2〉 = ∞. Takve nasumicˇne šetnje nazivamo Lévyjev
let (eng. Lévy flight). Lévyjev let je nasumicˇni hod kod kojeg duljine koraka imaju
teškorepu (eng. heavy-tailed) raspodjelu vjerojatnosti. Teškorepa raspodjela jest ras-
podjela vjerojatnosti cˇiji krajevi nisu eksponencijalno omed¯eni, što znacˇi da je vjero-
jatnost za krajnje vrijednosti puno vec´a nego kod normalne raspodjele, Slika 3.1.
Slika 3.1: Graficˇki prikaz normalne (Gaussove) i teškorepe (Lévyjeve) raspodjele.
Ukoliko raspodjela vjerojatnosti opada s P (l) ∼ l−µ, 〈l2〉 = ∞ u slucˇaju kada
je µ < 3 (integral u jednadžbi (3.3) divergira). U tom slucˇaju, varijanca raste brže
nego linearno u vremenu: σ2(t) ∼ tγ, s uvjetom 1 < γ < 2 i takvo gibanje nazivamo
superdifuznim. Ukoliko je 0 < γ < 1, gibanje nazivamo subdifuznim. Normalna
difuzija je u slucˇaju kada je γ = 1, a anomalija nastaje kada je γ 6= 1. Primjer
normalne nasumicˇne šetnje je na Slici 3.2a i 3.2b, dok je na Slici 3.2c i 3.2d primjer
superdifuzne šetnje. U oba slucˇaja, P (l) ∼ l−µ za veliki l; za normalnu nasumicˇnu
šetnju µ = 3.8 > 3, a za superdifuznu nasumicˇnu šetnju µ = 2.2 < 3.
3.1 Svojstva stabilne raspodjele
Pitamo se kada vjerojatnost PN(X) za sumu N koraka nasumicˇnog šetacˇa X =
X1 + X2 + ... + XN ima jednaku raspodjelu p(x) kao pojedini korak. Standardni
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Slika 3.2: Graficˇki prikaz nasumicˇne šetnje za normalnu difuziju (a) nakon 1000 koraka i (b)
nakon 10000 koaraka te nasumicˇne šetnje (Lévyjevog leta) za superdifuziju (c) nakon 1000
koraka i (d) nakon 10000 koraka. Na (c) i (d) primjec´ujemo velike skokove u oba slucˇaja.
Za obje nasumicˇne šetnje prosjecˇna duljina koraka 〈l〉 = 1, kut je proizvoljan za svaki korak,
a duljina koraka je definirana distribucijom vjerojatnosti koja opada s P (l) ∼ l−µ za veliki l.
odgovor bi bio da p(x) ima Gaussovu raspodjelu, jer kao što smo vec´ naveli, suma
N Gaussijana je takod¯er Gaussijan, ali s N puta varijancom razlicˇitom od pocˇetne.
Lévy je pokazao da postoji i drugo rješenje ovakvog problema. Sva druga rješenja na-
ravno moraju ukljucˇivati nasumicˇne varijable s beskonacˇnom varijancom. Prvo takvo
rješenje pokazao je Augustine Cauchy 1853. godine transformiranjem x prostora u
Fourierov k prostor
p˜N(k) = exp(−N | k |β). (3.4)
Vidimo da je Lévyjeva raspodjela generalizacija Gaussove raspodjele za sumu velikih
brojeva nezavisnih varijabli u slucˇajevima kada varijance varijabli divergiraju, što je
generalizirani centralni granicˇni teorem. Lévy je pokazao da β u jednadžbi (3.4)
mora biti izmed¯u 0 i 2 da bi p(x) bio pozitivan za svaki x što je neophodno za prikaz
raspodjele. U slucˇaju kada je apsolutna vrijednost x velika, p(x) je približno | x |−1−β,
što implicira da je drugi cˇlan od p(x) beskonacˇan kada je β manja od 2. Iz prethodnog
vidimo da ne postoji karakteristicˇna velicˇina skoka nasumicˇnog šetacˇa osim u slucˇaju
kada je β = 2 (Gauss) i opisujemo svojstva stabilne distribucije:
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1. Raspodjela sume nezavisnih identicˇnih stabilnih nasumicˇnih varijabli jednaka
je raspodjeli svake varijable (do faktora skaliranja). Nasumicˇna varijabla sa
stabilnom distribucijom ima simetricˇnu stabilnu distribuciju ukoliko je njena
distribucija simetricˇna. Ako nasumicˇna varijabla ima simetricˇnu stalnu distri-
buciju, tada je njena distribucija i strogo stabilna.
X1 +X2 + ...+Xn =
n∑
i=1
Xi = cnX; cn = n
1/α; 0 < α ≤ 2 (3.5)
pri cˇemu je α Lévyjev parametar, a X1, X2, ..., Xn su nezavisne i jednako distri-
buirane nasumicˇne varijable. Za Gaussovu raspodjelu vrijedi: α = 2, cn = n1/2.
2. Generalizirani centralni granicˇni teorem: stabilne raspodjele su granicˇne za
raspodjele suma nasumicˇnih varijabli. Nasumicˇna varijabla ima stabilnu distri-
buciju s parametrom stabilnosti 0 < α ≤ 2 ako i samo ako postoji niz nezavisnih
jednako distribuiranih nasumicˇnih varijabli X1, X2, ..., Xn.









x2f(x)dx =∞, f(x) ∼ x−1−α, 0 < α < 2. (3.7)
3. Zakon potencija → teškorepa raspodjela. Vjerojatnost za krajnje vrijednosti je
puno vec´a nego kod normalne (Gaussove) raspodjele.
Lévyjev let spada med¯u Markovljeve procese što znacˇi da raspodjela vjerojatnosti
buduc´eg procesa ovisi samo o trenutnom stanju, a ne o nizu dogad¯aja iz prošlosti.
Lévyjeva alfa-stabilna raspodjela pripada stabilnim raspodjelama, uz Gaussovu i Ca-
uchyjevu. Karakteristicˇna svojstva takvih raspodjela mogu se opisati pomoc´u cˇetiri
parametra, µ, c, β i α.
• µ, µ ∈ (−∞,∞) - lokacijski parametar koji odred¯uje lokaciju ili ukazuje na po-
mak grafa raspodjele. Funkcija gustoc´e vjerojatnosti s lokacijskim parametrom
µ izgleda kao
fµ,θ = fµ(x− µ) (3.8)
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• c, c ∈ (0,∞) - parametar skaliranja koji opisuje raširenost raspodjele vjerojat-
nosti; za male vrijednosti c, raspodjela c´e biti više koncentrirana, a za velike
vrijednosti c´e biti raširenija.
• α, β - parametri oblika raspodjele koji nisu niti lokacijski niti skalirajuc´i te direk-
tno utjecˇu na oblik raspodjele za razliku od prethodno navedenih. Parametar
α ∈ 〈0, 2] naziva se parametar stabilnosti ili karakteristicˇni eksponent. Za na-
sumicˇnu varijablu X koja ima stabilnu raspodjelu s parametrom stabilnosti α
kažemo da ima α-stabilnu distribuciju. Ukoliko je parametar stabilnosti vec´i,
tada c´e raspodjela biti stabilnija, odnosno protezat c´e se kroz manji interval,
i obratno. Parametar β ∈ [−1, 1] nazivamo parametrom asimetricˇnosti koji
govori o tome koliko c´e se razlikovati gustoc´a raspodjele za interval x > 0 u od-
nosu na gustoc´u raspodjele za interval x < 0. Ovaj parametar može poprimati
negativne i pozitivne vrijednosti, med¯utim može biti i nedefiniran. Za β = 1
raspodjela c´e postojati samo za vrijednosti x > µ, a za β = −1 za vrijednosti
x < µ.
Na Slici 3.3a prikazana je gustoc´a stabilne raspodjele, a na Slici 3.3b raspodjela na-
sumicˇne varijable X uz razlicˇite vrijednosti parametre stabilnosti α. Na Slici 3.4a
Slika 3.3: (a) gustoc´a stabilne raspodjele, (b) raspodjela nasumicˇne varijable X za pomak
nula, jedinicˇno skaliranje, bez asimetrije, za razlicˇite parametre stabilnosti α. Preuzeto iz
[16].
prikazana je gustoc´a stabilne raspodjele, a na Slici 3.4b raspodjela nasumicˇne varija-
ble X uz razlicˇite vrijednosti parametra β. Lévyjeva raspodjela je stabilna raspodjela
koja ima funkciju gustoc´e vjerojatnosti koja se može opisati analiticˇki.
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Slika 3.4: (a) gustoc´a stabilne raspodjele, (b) raspodjela nasumicˇne varijable X za pomak
nula, jedinicˇno skaliranje, uz koncentriranost 0.5 za razlicˇite parametre asimetrije β. Preuzeto
iz [16].








(x− µ)3/2 , (3.9)
gdje je µ lokacijski parametar, a c parametar skaliranja. Funkcija raspodjele nasu-
micˇne varijable x je F (x;µ, c) = erfc(
√
c/2(x− µ), gdje je funkcija erfc(x) Gaussova








Na Slici 3.5a prikazana je funkcija Lévyjeve raspodjele nasumicˇne varijable x, a na
Slici 3.5b gustoc´a Lévyjeve raspodjele vjerojatnosti, uz razlicˇite vrijednosti parametra
skaliranja c.
α - stabilnu nasumicˇnu varijablu možemo definirati na više nacˇina. Kažemo da
je nasumicˇna varijabla X stabilna ako za dvije nezavisne varijable X1 i X2 od X i
za svaki a > 0, b > 0, postoji c > 0 i d ∈ R t.d. je aX1 + bX2 d= cX + d, gdje d=
predstavlja jednakost u raspodjeli. Za odred¯eni α, raspodjela varijable X je sime-
tricˇna α-stabilna raspodjela ako je jednaka raspodjeli od −X i u tom slucˇaju funkciju







pri cˇemu je 0 < α ≤ 2 i γ > 0. Za α = 2 dobivamo Guassovu raspodjelu, za α = 1
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Slika 3.5: (a) funkcija Lévyjeve raspodjele nasumicˇne varijable x, (b) gustoc´a Lévyjeve ras-
podjele vjerojatnosti, uz razlicˇite parametre skaliranja c. Preuzeto iz [16].
Cauchyjevu te za α = 1/2 Lévyjevu raspodjelu. Generalizacija centralnog granicˇnog
teorema pokazuje da srednja vrijednost velikog broja nezavisnih nasumicˇnih varijabli
s beskonacˇnom varijancom poprima oblik Lévyjeve stabilne raspodjele. Beskonacˇne
varijance slijede raspodjelu po zakonu potencija. Opc´enito pravilo, kada kombini-
ramo dvije ili više varijabli koje slijede takvu raspodjelu, x1+α, je da ona varijabla s
najmanjim eksponentom dominira kada x → ∞, što vrijedi za slucˇaj kad cˇak i neke
od varijabli zadovoljavaju Gaussovu raspodjelu.
3.2 Lévyjev let u fizici
Pionir istraživanja u tom podrucˇju je Benoit Mandelbrot koji je pokazao da su Lévyjeve
raspodjele ucˇestale u prirodi. Primjerice dobro opisuju nacˇin na koje se životinje
krec´u u potrazi za hranom, fluktuacije tržišta, ritam rada srca i dr. Lévyjev let se prvi
put u fizici koristio pri objašnjenju fotovodljivosti amorfnih materijala [2]. Subdi-
fuzno ponašanje primijec´eno je u eksperimentima s vrtlozima u fluidu [3], dok se su-
perdifuzno gibanje zapaža u slucˇajevima kada imamo okomito naglo titranje cˇestica
fluida na površini. Takod¯er, ovakav nacˇin difuzije je zapažen kod gibanja oceana [4],
kretanja fibroblasta3 na površini kože [5] te u miješanju polimernih micela4 [6].
3Fibroblast (lat. fibroblastus) - vrsta stanice vezivnog tkiva.
4Micela (lat. micella) - cˇestica koloidnih dimenzija u otopini.
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3.2.1 Difuzija cˇestica u tekuc´ini
Promatrane su nasumicˇne šetnje u eksperimentu s brzorotirajuc´im spremnikom ispu-
njenim destiliranom vodom prikazanim na Slici 3.6. Spremnik je prstenastog oblika
unutarnjeg radijusa 18,9 cm, vanjskog radijusa 43,2 cm i dubinom od 17,1 cm unu-
tarnjeg cilindra te 20,3 cm vanjskog cilindra. Spremnik se giba kružnom frekvencijom
6,28 rad/s zajedno s kamerom koja snima pokus.
Slika 3.6: Spremnik rotira brzinom 1 Hz. Strujanje tekuc´ine se postiže pumpanjem vode kroz
rupe na dnu (tocˇka I i tocˇka O). Strujanje se promatra video kamerom koja rotira zajedno sa
spremnikom. Preuzeto iz [8].
Posljedica ovako brze rotacije spremnika je dvodimenzionalno strujanje tekuc´ine
bez okomite komponente gibanja. U tekuc´inu se ubaci nekoliko stotina sitnih cˇestica
voska i promatra se njihovo gibanje u vremenskom intervalu od 1000 s. Pojedinacˇne
putanje se tumacˇe kao trajektorije cˇestica, a ponašanje svih cˇestica kao skup nasumicˇ-
nih šetnji. Strujanje tekuc´ine postiže se ubrizgavanjem tekuc´ine u rotirajuc´i spremnik
kroz rupe na dnu pri cˇemu se stvaraju 4 vrtloga koja sporo kruže oko spremnika, pri-
kazano na Slici 3.7a.
Slika 3.8 prikazuje trajektorije dvaju cˇestica. Primijec´eno je da se vrtlozi pomicˇu
naprijed i nazad u odnosu jedan na drugog. Cˇestica koju promatramo ima složenu
putanju, provodec´i jedan dio vremena u jednom od vrtloga, zatim prelazec´i u dio
vanjskog strujanja. Kada cˇestica napusti vrtlog, odnosno dod¯e u dio vanjskog struja-
nja tekuc´ine, prijed¯e veliki put prije ulaska u sljedec´i vrtlog.
Proucˇavanjem nekoliko stotina putanja cˇestica, može se odrediti dužina leta i nji-
hova funkcija gustoc´e vjerojatnosti. Gustoc´a vjerojatnosti slijedi zakon potencija s
23
Slika 3.7: (a) prikazuje cˇestice koje se gibaju poput 4 vrtloga i strujanje tekuc´ine u smjeru
obrnutom od kazaljke na satu koja ih okružuje. Strujanje je prikazano iz sustava koji rotira
zajedno s vrtlozima. (b) prikazuje dvije cˇestice u slabom strujanju tekuc´ine pri kojem ne
uocˇavamo dugoživuc´e koherentne strukture. Krajevi trajektorije jedne cˇestice oznacˇeni su
krugovima, a druge kvadratima. Obje cˇestice se pocˇinju gibati s desne strane. Preuzeto
iz [8].
Slika 3.8: (a) i (b) prikazuju trajektorije dvaju cˇestica. Pocˇetak gibanja oznacˇen je krugom,
a završetak trokutom. Preuzeto iz [8].
eksponentom µ = 2.3 ± 0.1. Buduc´i je µ < 3, drugi cˇlan koraka nasumicˇnog šetacˇa
je beskonacˇan pa je putanja cˇestice Lévyjev let, kao što smo i matematicˇki poka-
zali u prethodnom poglavlju. Trajektorije cˇestica u eksperimentu na Slici 3.7b su
nasumicˇne, ali bez dugih koraka (letova). Funkcija gustoc´e vjerojatnosti za ovakve
putanje opada eksponencijalno i svi cˇlanovi su konacˇni što znacˇi da ovakvo gibanje
nije Lévyjev let.
Za Lévyjev let ocˇekujemo da varijanca raste superdifuzno, odnosno σ2 ∼ tγ, s
uvjetom 1 < γ < 2. Racˇun povezuje eksponent u raspodjeli vjerojatnosti µ s eks-
ponentom varijance γ. Uz pretpostavku da se nasumicˇni šetacˇi gibaju konsantnom
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brzinom i zadovoljavaju gustoc´u vjerojatnosti P (l) ∼ l−µ pokazano je da vrijedi
γ = 2, 1 < µ < 2,
γ = 4− µ, 2 < µ < 3,
γ = 1, µ > 3.
Eksponencijalna funkcija raspodjele vjerojatnosti ima vrijednost parametra γ = 1
prema centralnom granicˇnom teoremu. U slucˇaju kada je γ = 2, kažemo da gi-
banje prati balisticˇku putanju, što možemo pokazati funkcijom gustoc´e raspodjele
vjerojatnosti. Kada je 1 < γ < 2, oba cˇlana u funkciji gustoc´e raspodjele c´e biti be-
skonacˇni, kao i srednja duljina leta, tako da je u svakom trenutku nasumicˇni šetacˇ u
sredini pocˇetnog leta. To možemo jednostavno pokazati ako zamislimo raspodjelu s
beskonacˇnim prvim cˇlanom pri kojoj nasumicˇni šetacˇ napravi korak dužine 2 s vje-
rojatnošc´u 1/2, dužine 4 s vjerojatnošc´u 1/4, tj. generalno dužinu 2n s vjerojatnošc´u
1/2n. Prema tome svaki korak ima konacˇnu dužinu, ali srednja vrijednost ima dužinu
〈l〉 = (1/2)(2) + (1/4)(4) + (1/8)8 + ... =∞ što odgovara slucˇaju kada je u distribuciji
µ = 2. U slucˇaju kada je 2 < µ < 3 imamo gibanje koje je najbliže superdifuznom.
Za µ > 3 trajektorije više nisu Lévyjev let. Eksperimentom je prvi put uocˇeno gibanje
cˇestica koje se mogu opisati Lévyjevim letom.
3.2.2 Transportna svojstva svjetla
U proteklih nekoliko godina, svjetlost je cˇest alat u istraživanjima fenomena tran-
sporta. Promatranje transportnih svojstava svjetlosti je usko vezano s transportom
elektrona i valova te su prilikom proucˇavanja otkriveni razni fenomeni poput Hal-
lovog opticˇkog efekta, jakih i slabih lokalizacija, Blochovih oscilacija itd. Kako bi
se promatrao Lévyjev let, potrebno je izraditi opticˇki materijal u kojem je moguc´e
proizvoljno izabrati duljine koraka u raspodjeli. Nizom eksperimenata pokazalo se
da je opticˇki transport u takvim materijalima superdifuzan (γ > 1). Materijal mora
imati fraktalna svojstva, poput titanijevog dioksida (TiO2) i potrebno je kontrolirati
gustoc´u raspršenja, što se može postic´i ukoliko se materijal postavi u stakleni kalup.
Nasumicˇna šetnja u difuziji ima Gaussovu raspodjelu s prosjecˇnom duljinom koraka.






gdje je P (z) vjerojatnost koraka duljine z, dok je α parametar koji odred¯uje tip Lévyje-
vog leta te koji je povezan s eksponentom superdifuzije preko izraza γ = 3 − α, za
1 ≤ α < 2. Uzorci u eksperimentu su izrad¯eni od staklenih mikrosfera razlicˇitih pro-
mjera d, s tocˇno odred¯enom raspodjelom Ps(d), izmed¯u kojih se nalaze sitne cˇestice
titanijevog dioksida. Svjetlost se propagira balisticˇki unutar staklenih mikrosfera te
se raspršuje na njihovoj granici, a trajektorije su Lévyjev let. Slika 3.9.
Slika 3.9: Putanja nasumicˇnog šetacˇa. Zbog velike gustoc´e fluktuacija, materijal dozvoljava
Lévyjev let (crvenom bojom). Plavom bojom je oznacˇen uvec´ani prikaz strukture materijala
koji je invarijantan na skaliranje, odnosno posjeduje fraktalna svojstva. Preuzeto iz [9].
Izracˇunato je da raspodjela promjera mora biti Ps(d) = 1/d2+α kako bi putanje
zadovoljile Lévyjev let. Za parametar stabilnosti uzima se α = 1 kako bi što jed-
nostavnije analiticˇki riješili problem. Izrad¯en je niz uzoraka debljine 30-550 µm što
omoguc´uje racˇunanje ovisnosti ukupne transmisije o debljini uzorka. Helij-neonskim
laserskim zrakama pogad¯amo uzorak na površini od 1 mm2. Ukupan emitirani snop
svjetlosti u normalnoj difuziji opada slijedec´i Ohmov zakon, što znacˇi da emitirana
svjetlost ovisi obrnuto proporcionalno o debljini uzorka. Kod takve superdifuzije za





gdje je A konstanta, a L debljina uzorka. Rezultati eksperimenta prikazani su na Slici
3.10.
Ovakvi rezultati se jako dobro slažu s ocˇekivanom vrijednošc´u (α = 1) za Lévyjev
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Slika 3.10: Ukupna transmisija svjetlosti u ovisnosti o debljini uzorka. Za superdifuziju tran-
smisija opada sporije nego u slucˇaju normalne difuzije, po zakonu potencija s eksponentom
α/2. α = 0, 948± 0, 09. Preuzeto iz [9].
let. Takod¯er, u slucˇaju Lévyjevog leta uocˇavamo teškorepu raspodjelu te velike fluk-
tuacije, što nije slucˇaj kod normalne (Gaussove) raspodjele.
27
4 Primjena Lévyjevog leta u ekonofizici
Nemoguc´e je negirati utjecaj fizike i matematike u razvoju metoda i tehnika u eko-
nomskim znanostima, što smo vidjeli na primjeru Brownovog gibanja opisanog u
prvom poglavlju. Takod¯er, primijec´eno je kako prinosi burzovnih indeksa slijede ras-
podjelu koja je jako slicˇna Gaussovoj. Ekonofizika je interdisciplinarno znanstveno
podrucˇje u kojem se primjenjuju teorije i metode iz fizike radi rješavanja problema u
ekonomiji. Kao disciplina formirala se 1990. godine od strane nekoliko fizicˇara koji
su se bavili statisticˇkom mehanikom. Nezadovoljni dostignuc´ima u ekonomiji, poku-
šali su primijeniti metode iz fizike za preciznije objašnjenje ekonomskih fenomena.
Ekonofizika se bavi brojnim problemima iz raznih podrucˇja ekonomije. Neki od njih
su raspodjela prinosa na financijskim tržištima, raspodjela prihoda i bogatstva, eko-
nomskih kriza i varijacija stope rasta. Radovi u ekonofizici uglavnom se odnose na
tri problema. Prvi je vremenska serija cijena dionica, stopa razmjene i cijena dobara.
Velicˇina poduzec´a, BDP i prihodi su drugi, a trec´i problem je mrežna analiza eko-
nomskih fenomena. Rezultati koje ekonofizicˇari postižu se vide i u njihovom radu u
brojnim svjetskim kompanijama, a to su pretežito teorijski fizicˇari.
Sredinom dvadesetog stoljec´a znanstvenici poput Simona i Mandelbrota su nasto-
jali razriješiti kompleksne probleme koji su se javljali u brzo rastuc´im tržištima zapad-
nih zemalja nakon drugog svjetskog rata. U proteklih 30 godina, fizicˇari su postigli
znacˇajne rezultate na polju faznog prijelaza, statisticˇke mehanike, nelinearne dina-
mike i neured¯enih sustava. Veliki dio razumijevanja i opisa problema u navedenim
poljima temelji se na statisticˇkim konceptima kao što su skaliranje, nepredvidljive
(stohasticˇke) vremenske serije i zakon potencija. Još prije stotinu godina talijanski
ekonomist Pareto je statisticˇki proucˇavao bogatstvo pojedinaca u stabilnoj ekonomiji
modelom koji opisuje raspodjelu y ∼ x−v, gdje je y broj pojedinaca koji imaju prihod
x ili vec´i od x, a v je eksponent koji iznosi 1, 5 te je uocˇio da je ovaj racˇun primjenjiv i
na druge zemlje. Još jedan koncept koji je sveprisutan u prirodnim znanostima je na-
sumicˇna šetnja, koju je opisao Einstein 1905. godine. U narednim godinama Wiener
podrobnije opisuje procese nasumicˇne šetnje te se taj koncept pocˇinje primjenjivati
skoro u svim podrucˇjima istraživacˇkih znanosti. Kretanja cijena dionica na tržištu
se godinama nastojalo objasniti raznim modelima. Jedan od njih je i geometrijsko
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Brownovo gibanje pri kojem je razlika logaritama cijena dionica Gaussova raspodjela.
Ovakav model funkcionira samo u prvoj aproksimaciji kada se primjeni na financijske
vremenske serije, stoga su predloženi razni alternativni modeli.
Med¯u predloženim modelima, najviše se izdvaja Mandelbrotova hipoteza da ci-
jena pamuka slijedi Lévyjevu stabilnu raspodjelu koja je stohasticˇki proces i zadovo-
ljava generalizirani centralni granicˇni teorem. Takod¯er, nalazimo da je asimetricˇna
Lévyjeva funkcija gustoc´e raspodjele, koja ima beskonacˇnu varijancu, pouzdan model
za racˇunanje raznih kreditnih omjera koji se koriste u procjeni stabilnosti kompanija.
Jedan od takvih omjera je Altmanov Z pokazatelj koji predstavlja multivarijantno
istraživanje odnosa financijskih pokazatelja i vjerojatnosti za stecˇaj.
4.1 Financijski pokazatelji
Kako bismo pobliže objasnili navedene modele, potrebno je opisati neke od osnov-
nih financijskih pokazatelja potrebnih za racˇunanje odred¯enih financijskih omjera. U
ovom radu prikupljeni su podaci za 297 kompanija u SAD-u koje se bave proizvod-
njom kroz proteklih 9 godina, u kvartalnim vremenskim serijama. Kljucˇni podaci
se nalaze u bilanci poduzec´a, koja predstavlja prikaz imovine i obveza poduzec´a na
odred¯eni dan, najcˇešc´e 31. 12. tekuc´e godine. Pomoc´u bilance moguc´e je prikazati fi-
nancijsku sliku poduzec´a i na takav nacˇin odrediti misiju i viziju za daljnje poslovanje.
Takod¯er, pomoc´u imovine prikazane u bilanci može se uocˇiti koji su financijski poten-
cijali koje poduzec´e posjeduje i na koji se nacˇin može najbolje iskoristiti u daljnjem
poslovanju kako bi se ostvarila što vec´a dobit. Bilanca se može prikazati i promatrati
kao sustav jednadžbe u kojoj se sa jedne strane prikazuje aktiva koja pokazuje imo-
vinu poduzec´a, a s druge strane pasiva koja pokazuje obveze poduzec´a i glavnicu.
Shodno tome, izmed¯u aktive i pasive mora postojati jednakost. Neki od osnovnih
stavki u bilanci koje su nam potrebne za racˇunanje kreditnog rejtinga u ovom radu
su:
• Obrtni kapital (eng. working capital) - predstavlja razliku izmed¯u kratkotrajne
imovine i kratkorocˇnih obveza poduzec´a. On je uvjet likvidnosti i financijske
stabilnosti poduzec´a te daje odgovor o tome koliko je likvidne imovine podu-
zec´u na raspolaganju za održavanje i širenje poslovanja. Može imati pozitivnu
ili negativnu vrijednost, a ovisi o strukturi imovine i dugovima poduzec´a.
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• Ukupna aktiva (eng. total assets) - oznacˇava vrijednost ukupne imovine podu-
zec´a. Imovina se sastoji od dugotrajne i kratkotrajne, a ukupna aktiva je njihov
zbroj.
• Zadržana dobit (eng. retained earnings) - je dio vlasnicˇke glavnice poduzec´a koji
je nastao akumuliranjem dijela ostvarene dobiti iz prethodnih obracˇunskih raz-
doblja. Nalazi se u pasivi bilance stanja i pokazuje vrijednost kapitala vlasnika
obicˇnih dionica.
• Tržišna kapitalizacija (eng. market capitalization) - predstavlja ukupnu tržišnu
vrijednost dionica poduzec´a umanjenu za trezorske dionice. Racˇuna se na nacˇin
da se ukupan broj dionica pomnoži s trenutnom tržišnom cijenom.
• Ukupne obveze (eng. total liabilities) - odnose se na zbroj svih dugova poduzec´a.
Ukupne obveze poduzec´a mogu se podijeliti na tri osnovna dijela: kratkorocˇne,
dugorocˇne i druge obveze.
• Prihod (eng. revenue) - predstavlja povec´anje neto vrijednosti koje nastaje kao
rezultat financijskih transakcija.
• Neto dobit (eng. net income) - predstavlja višak ukupnih prihoda nad ukupnim
rashodima koje poduzec´e realizira u odred¯enom razdoblju.
• Tekuc´a (obrtna) sredstva (eng. current assets) - imovina kojom raspolaže podu-
zec´e, a koja traje manje od jedne godine i u proizvodnom procesu mijenja svoj
oblik te se poslije završenog ciklusa ponovno pojavljuje u prvobitnom obliku,
tj. prelazi iz jedne poslovne faze u drugu.
• Tekuc´e obveze (eng. current liabilities) - predstavljaju obveze ili dugove podu-
zec´a koje dospijevaju unutar jedne godine ili unutar normalnog operativnog
ciklusa. Ukljucˇuju kratkorocˇne obveze, obveze prema dobavljacˇima, obracˇu-
nate obveze i slicˇne dugove.
• EBIT (eng. earnings before interest and taxes) - odnosi se na iskazivanje opera-
tivne dobiti prije umanjenja za kamate i poreza na dobit. Jedna je od mjera
koja ukazuje na uspješnost poslovanja poduzec´a te na taj nacˇin mjeri profita-
bilnost ne uzimajuc´i u obzir troškove kapitala, odnosno financiranja ili porezne
implikacije.
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Edward I. Altman proveo je prvo multivarijantno istraživanje odnosa financijskih
pokazatelja i vjerojatnosti za stecˇaj, cˇijim je istraživanjem nastao model nazvan Alt-
manov Z pokazatelj. [11] Nastao je na temelju analize podataka za 66 sjevernoame-
ricˇkih proizvodnih kompanija za razdoblje od 1945. do 1965. godine. Formirane
su dvije jednake grupe poduzec´a: 33 poduzec´a koja su bankrotirala i 33 uspješna
poduzec´a. Za potrebe istraživanja izracˇunata su 22 pokazatelja koja su postupkom
multivarijantne diskriminacijske analize reducirana na pet pokazatelja s najvec´om
diskriminacijskom snagom. Diskriminacijska funkcija glasi
Z = 1, 2X1 + 1, 4X2 + 3, 3X3 + 0, 6X4 + 1, 0X5. (4.1)
Kao rezultati dobiveni su sljedec´i financijski omjeri:
1. obrtni kapital / ukupna aktiva (X1) - mjera neto likvidnosti u odnosu na ukupnu
kapitalizaciju. Tako c´e tvrtka s negativnim omjerom X1 vjerojatno imati pro-
blema s podmirivanjem svojih kratkorocˇnih obveza jer je njena kratkotrajna
imovina premala.
2. zadržana dobit / ukupna aktiva (X2) - mjerec´i relativnu velicˇinu reinvestirane
zarade, ovaj pokazatelj odražava stupanj financijske poluge poduzec´a. Nizak
omjer upuc´uje na poslovnu politiku financiranja poslovanja zaduživanjem, a ne
vlastitim financiranjem. Visok omjer sugerira profitabilnost poslovanja društva
i sposobnost preživljavanja kroz periode nepovoljnih okolnosti.
3. EBIT / ukupna aktiva (X3) - omjer dobiti prije troška kamata i poreza prema
ukupnoj imovini, koji je varijanta povrata na imovinu (eng. ROA, return on
assets), koristi se za ocjenu sposobnosti tvrtke da iz svoje imovine ostvari za-
radu. Ovaj omjer je narocˇito prikladan za zakljucˇivanje o moguc´nosti bankrota
poduzec´a.
4. tržišna vrijednost dionica / ukupne obveze (X4) - omjer pokazuje koliko sred-
stva poduzec´a gube na svojoj vrijednosti prije no što obveze premaše imovinu.
Vec´i omjeri se tumacˇe postojanjem povjerenja ulagacˇa u uspješno poslovanje
društva, dok niski omjeri ukazuju na nepovjerenje i ocˇekivanje slabih rezultata.
5. neto prodaja / ukupna imovina (X5) - iz ovog omjera išcˇitavamo sposobnost me-
nadžmenta za uspješnost med¯u konkurencijom, kao i uspješnost u ostvarivanje
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prodaje uporabom vlastite imovine. Niski ili opadajuc´i omjer znacˇi da tržišni
udio kompanije stagnira ili, što je vrlo nepovoljno, opada.
Zakljucˇak istraživanja modela je bio da navedeni model najbolje razdvaja finan-
cijski uspješna poduzec´a od onih poduzec´a nad kojima je pokrenut stecˇajni postupak.
Naime, poduzec´a koja imaju Z pokazatelj vec´i od 3 smatraju se uspješnim i financij-
ski zdravim poduzec´ima. Ukoliko imaju Z pokazatelj u intervalu od 1,81 do 2,99
smatraju se poduzec´ima koja posluju u sivoj zoni, a podložna su bankrotu te se ka-
rakteriziraju kao financijski ugrožena s moguc´nošc´u ozdravljenja. Poduzec´a cˇiji je
pokazatelj manji od 1,80 su poduzec´a koja c´e vrlo vjerojatno otic´i u stecˇaj. Pouz-
danost modela prilikom korištenja podataka jednu godinu prije bankrota iznosila je
95%, za dvije godine 75%, za tri godine 48%, za cˇetiri 36%, a za pet godina samo
29%. Na temelju izloženih podataka može se zakljucˇiti da je vec´a vjerojatnost pogre-
ške modela s produljenjem vremena predvid¯anja.
Buduc´i da je prvotni model za predvid¯anje stecˇaja izveden korištenjem podataka
proizvodnih poslovnih subjekata cˇije su vrijednosnice izlistane na burzi, Altman je
1993. godine revidirao izvorni model kako bi se mogao odrediti pokazatelj za pri-
vatna poduzec´a, zamjenjujuc´i tržišnu vrijednost knjigovodstvenom vrijednosti prili-
kom izracˇuna pokazatelja X4 te prilagodbom pondera5. Rezultat toga je Z’ pokaza-
teljski model
Z ′ = 0, 717X1 + 0, 847X2 + 3, 107X3 + 0, 42X4 + 0, 998X5. (4.2)
Prilikom tumacˇenja ovog modela potrebno je obratiti pozornost na nove kriticˇne vri-
jednosti koje iznose 2,90 i 1,23.
I pored uocˇavanja osnovnih nedostataka pocˇetnog Z pokazatelja modela i formu-
liranja modificirane verzije modela namijenjene poduzec´ima cˇijim se dionicama ne
trguje na burzi, ovaj model se nije mogao primjenjivati na poduzec´a koja se ne bave
proizvodnjom. Uvidjevši ovaj nedostatak, Altman je izvršio još jedno revidiranje mo-
dela kako bi smanjio utjecaj grane djelatnosti kojim se poduzec´e bavi. Naime, iz
pocˇetnog modela je iskljucˇen pokazatelj X5, jer su kod njega uocˇena najvec´a odstu-
5Ponderiranje (eng. ponderation) - postupak dodjeljivanja odgovarajuc´e važnosti pojedinim velicˇi-
nama prilikom izracˇuna srednjih vrijednosti.
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panja za pojedine djelatnosti. Revidirani model ima sljedec´i oblik
Z ′′ = 6, 56X1 + 3, 26X2 + 6, 72X3 + 1, 05X4. (4.3)
Dobiveni model je pogodan za analizu kreditnog boniteta proizvodnih i neproizvod-
nih industrijskih poduzec´a, kao i za poduzec´a koja posluju na tržištima u razvoju.
Financijski uspješna poduzec´a imaju Z” pokazatelj vec´i od 2,6. Poduzec´a koja pos-
luju u sivoj zoni imaju Z” pokazatelj u intervalu od 1,11 do 2,59, dok financijski
neuspješna poduzec´a imaju Z” pokazatelj manji od 1,10.
Pored Altmanovog, razvijeni su i drugi modeli za ocjenu rizicˇnosti. Jedan od njih
je 1984. godine razvio Mark E. Zmijewski. U svom izracˇunu ukljucˇuje pokazatelje
koji mjere uspješnost poslovanja, zaduženost i likvidnost poduzec´a. Model Zmijew-
skog temelji se na podacima 800 poduzec´a koja pripadaju financijski stabilnim po-
duzec´ima i 40 poduzec´a cˇije je poslovanje završilo stecˇajem [10]. Multivarijantnom
analizom dobiven je sljedec´i model
Y = −4, 5− 4, 5Y1 + 5, 7Y2 − 0, 004Y3. (4.4)
Kao rezultati dobiveni su sljedec´i financijski omjeri:
1. neto dobit / ukupna aktiva (Y1)
2. ukupne obveze / ukupna akitva (Y2)
3. obrtna sredstva / tekuc´e obveze (Y3).
Odluka se donosi izracˇunavanjem vjerojatnosti za postizanje statusa neispunjavanja





Ovaj model ima granicu od 0,5, odnosno 50%. Ukoliko je dobivena vrijednost manja
od 0,5, radi se o zdravom poduzec´u, a ako je vec´a od 0,5 tada poduzec´e ima veliku
vjerojatnost za stecˇaj. Ukupna pouzdanost modela je 95,29%.
4.2 Vremenska dinamika bilancˇanih omjera
Kako bi prikazali proces Lévyjevog leta u podrucˇju ekonofizike, primijenit c´emo ga na
analizu dinamike vremenskih serija. Centralni granicˇni teorem govori kako srednja
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vrijednost dovoljno velikog broja nasumicˇnih varijabli, od kojih svaka ima konacˇnu
varijancu, slijedi normalnu rasdpojelu. Generalizacija navedenog teorema govori
kako c´e srednja vrijednost dovoljno velikog broja nasumicˇnih varijabli koje imaju be-
skonacˇnu varijancu slijediti stabilnu Lévyjevu raspodjelu. Beskonacˇna varijanca je
povezana sa zakonom potencija tako da vrijedi pravilo: ukoliko kombiniramo dvije
ili više varijabli X1+α, ona varijabla s najmanjim eksponentom c´e dominirati u slu-
cˇaju kada x→∞, što vrijedi cˇak i ako neke od varijabli slijede normalnu raspodjelu.
Buduc´i da se u ovom radu bavimo kreditnim rejtingom koji je opisan raznim finan-
cijskim pokazateljima, kako i vidimo u jednadžbi (4.1), potrebno je naglasiti da c´e,
ukoliko bilo koji od pokazatelja slijedi raspodjelu zakona potencija, kreditni rejting
takod¯er slijediti takvu raspodjelu.
Za proucˇavanje kreditnog rejtinga preko Altmanovog modela, bilo je potrebno
prikupiti podatke iz bilanci poduzec´a te izracˇunati navedene financijske pokazatelje.
Podaci su prikupljeni iz Bloombergovog terminala za 297 poduzec´a cˇije su dionice
uvrštene u indeks S&P500 te koja se bave proizvodnjom. Naime, za poduzec´a koja
se bave proizvodnjom je karakteristicˇno da zadržavaju stabilnost bankrota prilikom
financijske krize te sukladno tome Altmanov model racˇunamo prema izrazu (4.1). S
obzirom da fizikalnim metodama analiziramo dinamiku vremenskih serija, za svako
poduzec´e smo uzeli kvartalna izvješc´a od 2009. do 2018. godine, zakljucˇno s prvim
kvartalom 2018. godine, što cˇini ukupno 37 vremenskih intervala.
Analizom podataka smo ustanovili kako jedino pokazatelj X4 u Altmanovom mo-
delu slijedi Lévyjevu raspodjelu s parametrima α = 1, 03 i β = 1, 0 što možemo vidjeti
i na Slici 4.1. Kako bi proucˇavali dinamiku kreditnog rejtinga, nec´emo se fokusi-
rati na pokazatelje, nego na njihovu promjenu u vremenu. Promatrajuc´i promjenu
pokazatelja u vremenu ∆Xi, i = 1, . . . , 5, koja je povezana s promjenom kreditnog
rejtinga, a samim time i kreditnog rizika, pokazat c´emo da svaki od pet pokazatelja
u vremenu slijede asimetricˇnu Lévyjevu raspodjelu. Prosjecˇna vrijednost parametara
za promjenu pokazatelja ∆Xi je α = 1, 18± 0, 12 i β = 0, 10± 0, 09. Graficˇke prikaze
pojedinih promjena pokazatelja možemo vidjeti na Slikama 4.2-4.6.
Primjec´ujemo da svaki od pokazatelja, odnosno njihove promjene u vremenskim
intervalima dobro slijede Lévyjevu raspodjelu, s tim da promjena pokazatelja ∆X4
ima najbližu vrijednost predvid¯enom parametru α = 1. Sukladno tome, zakljucˇu-
jemo kako c´e i Altmanov model u vremenskim serijama takod¯er slijediti Lévyjevu
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Slika 4.1: Pokazatelj X4 u Altmanovom modelu koji slijedi Lévyjevu raspodjelu s parame-
trima α = 1, 03 i β = 1, 0
.
Slika 4.2: Promjena pokazatelja ∆X1 u Altmanovom modelu koji slijedi Lévyjevu raspodjelu
s parametrima α = 1, 25 i β = 0, 20.
raspodjelu, što možemo vidjeti na Slici 4.7. Prikupljeni podaci se sastoje od 4134
vrijednosti Altmanovog Z pokazatelja. Parametri dobivene raspodjele su α = 1, 19 i
β = 0, 59.
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Slika 4.3: Promjena pokazatelja ∆X2 u Altmanovom modelu koji slijedi Lévyjevu raspodjelu
s parametrima α = 1, 11 i β = 0, 21.
Slika 4.4: Promjena pokazatelja ∆X3 u Altmanovom modelu koji slijedi Lévyjevu raspodjelu
s parametrima α = 1, 25 i β = −0, 04.
Parametri u Altmanovom modelu kreditnog rejtinga predstavljaju ponašanje mo-
dela za podatke prikupljene u proteklih 9 godina. Stabilnost parametara distribucije,
poglavito α parametra u Altmanovom modelu c´emo promatrati za svaki od kvartalnih
razdoblja. Buduc´i da imamo 37 kvartala, prikazat c´emo podatke za svaki od parame-
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Slika 4.5: Promjena pokazatelja ∆X4 u Altmanovom modelu koji slijedi Lévyjevu raspodjelu
s parametrima α = 1, 01 i β = −0, 03.
Slika 4.6: Promjena pokazatelja ∆X5 u Altmanovom modelu koji slijedi Lévyjevu raspodjelu
s parametrima α = 1, 31 i β = 0, 03.
tara distribucije u svakom navedenom razdoblju. Rezultati su prikazani na Slici 4.8.
Primjec´ujemo da se α parametar nalazi u granicama stabilne distribucije za svako
kvartalno razdoblje. Vrijednosti parametara su α = 1, 19 ± 0, 06; β = 0, 60 ± 0, 07;
i µ = 1, 92 ± 0, 19. Iz navedenoga vidimo da Lévyjeva raspodjela opisuje raspodjelu
37
Slika 4.7: Altmanov model kreditnog rejtinga koji slijedi Lévyjevu raspodjelu s parametrima
α = 1, 19 i β = 0, 59.
svih omjera ∆Xi bolje nego normalna raspodjela. Parametri stabilne distribucije do-
biveni iz empirijskih podataka upuc´uju da dinamiku promjene svih omjera možemo
opisati jedinstvenom distribucijom.
38
Slika 4.8: Vrijednosti parametara distribucije Altmanovog Z pokazatelja u svim kvartalima.




5.1 Istraživacˇki usmjerena nastava fizike
U vrijeme kada se promjene na znanstvenoj razini odvijaju vrlo brzo, nastava u ško-
lama bi trebala odražavati te promjene i prilagoditi se novim ocˇekivanjima. Nažalost,
unatocˇ brojnim prijedlozima i razlicˇitim moguc´nostima pristupa ucˇenicima i gradivu,
velik broj profesora i dalje se drži tradicionalnog, predavacˇkog nacˇina iznošenja gra-
diva. Takav pristup ima mnoge nedostatke poput jednosmjernosti predavanja, pasiv-
nosti i nezainteresiranosti ucˇenika. [14]
Pomoc´u istraživacˇkog oblika nastave razvija se i razumijevanje fizike, znanje o funkci-
oniranju znanosti te brojne važne ucˇenicˇke sposobnosti, a ne samo cˇinjenicˇno znanje.
Interaktivna nastava ima naglasak na razvijanju kognitivnih sposobnosti jer ucˇenici
nisu pasivni kao u tradicionalnom nacˇinu predavanja nego aktivno sudjeluju u nas-
tavi. Da bi se to postiglo, ucˇenike je potrebno staviti u situacije u kojima im je
omoguc´eno samostalno razmatranje problema koje c´e trebati analizirati, usporediti
s prethodno poznatim situacijama i razmisliti o moguc´im rješenjima. Nastavnik vodi
ucˇenike kroz razmišljanje i zakljucˇivanje. Kroz razgovor s ucˇenicima nastavnik može
identificirati ucˇenicˇke pretkoncepcije i pomoc´i im u ispravljanju krivih ideja i pojed-
nostavljenog zakljucˇivanja. Na taj nacˇin ucˇenici sami mogu primijetiti pogreške te ih
shodno tome ispraviti, umjesto da pokušavaju novo znanje prilagoditi svojim postoje-
c´im konceptima. Za uspješno održavanje interaktivne istraživacˇki usmjerene nastave
potrebno je zainteresirati i motivirati ucˇenike za sudjelovanje u nastavi. To se može
postic´i na više nacˇina: usmjerenom raspravom, pomoc´u konceptualnih pitanja s kar-
ticama, kooperativnim rješavanjem zadataka u grupama, interaktivnim izvod¯enjem
pokusa te uporabom racˇunala u nastavi. [14] Kako bismo ostvarili istraživacˇki pris-
tup nastavi, nastavni sat treba imati odred¯enu strukturu koja se sastoji od uvoda,
središnjeg istraživacˇkog dijela i završnog dijela.
Uvodni dio sata zapocˇinje otvaranjem problema s ciljem ostvarenja interakcije s ucˇe-
nicima. Problem se može otvoriti uvodnim pitanjem koje je vezano za svakodnevno
iskustvo, a nova pojava demonstrirati opservacijskim pokusom.
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Središnji dio sata zapocˇinje postavljanjem istraživacˇkog pitanja. Cilj istraživacˇkog
pitanja je fokusirati istraživanje i analiziranje nove pojave koju smo uveli u uvodnom
dijelu sata. Istraživanje provodimo ucˇenicˇkim ili frontalnim istraživacˇkim pokusima.
I u ovom dijelu sata koristimo navedene interaktivne nastavne metode kako bismo
angažirali te navodili i usmjerili ucˇenike pri njihovom zakljucˇivanju. Prije izvod¯enja
pokusa, bitno je zatražiti od ucˇenika zapisivanje vlastitih predvid¯anja, a nakon izvo-
d¯enja, opis zapaženog. Nakon izvedenih zakljucˇaka, interaktivnim metodama dolazi
se do konstrukcije modela i matematicˇkog opisa.
Završni dio sata služi za primjenu i procjenu novostecˇenog znanja. Stjecˇe se uvid
u ucˇenicˇko razumijevanje novih koncepata i povezivanje odred¯enog dijela gradiva.
To se može ostvariti raznim interaktivnim metodama poput konceptualnih pitanja na
koja ucˇenici odgovaraju podizanjem kartica, rješavanjem zadataka u malim skupi-
nama, aplikacijskim pokusima i dr.
5.2 Nastavna priprema: Brownovo gibanje
Fizikalni fenomen Brownovog gibanja opazio je škotski botanicˇar Robert Brown 1827.
godine promatranjem sitnih cˇestica cvjetne peludi u vodi pod mikroskopom. Pratec´i
putanju peludnog praha uocˇio je da se cˇestice nasumicˇno gibanju. U nastavi koris-
timo Brownovo gibanje u svrhu zakljucˇivanja o nasumicˇnom gibanju molekula kako
bi uspješno izgradili cˇesticˇni model tvari. Nastavna jedinica Brownovo gibanje se
izvodi u drugom razredu srednje škole. Predvid¯eno vrijeme izvod¯enja nastavne jedi-
nice je jedan školski sat.
Obrazovni ishodi:
Nakon održane nastave, ucˇenici c´e moc´i:
• opisati Brownovo gibanje
• objasniti Brownovo gibanje pomoc´u cˇesticˇnog modela tvari
• objasniti povezanost nasumicˇnog gibanja molekula i temperature.




• argumentiranje zakljucˇaka i stavova
• kriticˇko razmišljanje
Odgojni ishodi:
Vrijednosti koje c´e ucˇenici usvajati tijekom sata su:
• razvijanje interesa za znanost
• aktivno sudjelovanje u raspravi
• izržavanje vlastitog mišljenja
• uvažavanje tud¯eg mišljenja.
Uvodni dio
UVODNI PROBLEM: Zamislimo misaoni eksperiment. Pretpostavimo da sjedimo
na stadionu i gledamo nogometnu utakmicu. Zamislimo da su igracˇi nevidljivi i pro-
matramo samo loptu.
Kakvo c´emo gibanje lopte primijetiti?
Ucˇenici iznose svoje ideje i razmišljanja te ih navodimo na opis nasumicˇnog gibanja.
Botanicˇar Robert Brown 1827. godine je proucˇavajuc´i zrnca peludi u vodi pod
mikroskopom uocˇio da se ona krec´u nasumicˇno i bez ocˇitog uzorka. Gibanje je na-
zvao Brownovo gibanje, ali nije znao objasniti njegov uzrok.
Da ste vi bili na njegovom mjestu, kako bi objasnili taj eksperiment? Biste
li pretpostavili da su cˇestice peludi žive i da se zbog toga gibaju? Kakav biste
još eksperiment osmislili kako biste provjerili svoje pretpostavke? Robert Brown
je ponovio pokus s drugim, neživim materijalima i uocˇio jednako ponašanje cˇestica.
Pogledat c´emo slicˇne primjere.
Upoznat c´emo ucˇenike s dimnom komorom pomoc´u koje c´emo promatrati cˇestice
dima u zraku. Dimna komora je smještena u crnu plasticˇnu kutiju u kojoj se nalazi
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žarulja te cilindricˇna lec´a koja nam služi za bolje promatranje cˇestica dima. Kutiju
pricˇvrstimo na stolic´ mikroskopa koji ima povec´anje 10 puta. Odvrnemo cˇep s plas-
ticˇne boce za dim na koji je pricˇvršc´ena dovodna cjevcˇica i fitilj. Zapalimo donji kraj
fitilja i pustimo da gori nekoliko sekundi, zatim ugasimo plamen i vratimo cjevcˇicu
i fitilj u bocu koju zatvorimo. Nakon što se boca napunila dimom, lagano ju pritiš-
c´emo kako bi oblak dima izašao iz cjevcˇice. Cjevcˇicu stavimo u dimnu komoru te
pritisnemo bocu, a nakon toga uklonimo cjevcˇicu te zatvorimo poklopac koji se na-
lazi na kutiji. Potom pozivamo ucˇenike da se približe mikroskopu kako bi pogledali
cˇestice dima ili projiciramo sliku na zastor.
Što uocˇavate?
Ucˇenici izlažu svoja zapažanja da su opažene svijetle tocˇke zapravo cˇestice dima koje
se gibaju u zraku.
Skicirajte putanju jedne od cˇestica. Kako se cˇestice dima gibaju?
Ucˇenici primjec´uju da ne postoji pravilnost u gibanju cˇestice, odnosno da se cˇestice
gibaju nasumicˇno.
Slika 5.1: Putanja nasumicˇnog gibanja cˇestice.
Slicˇan primjer možemo pogledati i na filmu koji prikazuje gibanje cˇestica masti u
mlijeku (https://www.youtube.com/watch?v=Uzl_u8q9Svc).
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Što uocˇavate, kako se cˇestice masti gibaju?
Ucˇenici nakon pregleda filma uocˇavaju nepravilno gibanje cˇestica masti te gibanje
uspored¯uju s gibanjem cˇestica dima u zraku.
Takvo gibanje naziva se Brownovo gibanje. Robert Brown je prvi uocˇio takvo na-
sumicˇno gibanje koje je dobilo naziv po njemu.
Uvodimo naslov i temu nastavne jedinice: Brownovo gibanje
Središnji dio sata
ISTRAŽIVACˇKO PITANJE 1: Kako biste objasnili opaženo Brownovo gibanje
cˇestica dima u zraku ili masti u vodi?
Izvodimo pokus s grafoskopom. U drveni okvir 30x30cm stavimo cˇelicˇne kuglice
promjera 4mm i pluteni cˇep promjera 1cm te sve zajedno postavimo na grafoskop.
Izvodimo kružno gibanje drvenog okvira pri cˇemu okvir udara cˇelicˇne kuglice koje se
sudaraju med¯usobno i s plutenim cˇepom. Usmjerenom raspravom navodimo ucˇenike
na zakljucˇak kako pluteni cˇep u ovom pokusu predstavlja cˇesticu dima, a kuglice
predstavljalju molekule zraka u pokusu s dimnom komorom. Okvir gibamo kako
bismo postigli nasumicˇna kretanja cˇelicˇnih kuglica kojima prikazujemo nasumicˇno
gibanje molekula zraka.
Što uocˇavate?
Ucˇenici opažaju sudaranje malih cˇelicˇnih kuglica s plutenim cˇepom te kao razlog gi-
banja plutenog cˇepa navode sudare s cˇelicˇnim kuglicama.
Ponovimo pokus i proucˇavamo broj sudara cˇelicˇnih kuglica sa suprotnih strana plu-
tenog cˇepa.
Koliki je iznos i smjer ukupne sile koja djeluje na cˇep?
Ucˇenici iznose svoja razmišljanja te zakljucˇuju da je broj sudara s jedne strane plute-
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nog cˇepa vec´i od broja sudara s druge strane. Iz toga zakljucˇuju da iznos ukupne sile
na cˇep nije jednak nuli te da se zbog stalne promjene smjera sudara mijenja i smjer
ukupne sile na cˇep, što uzrokuje promjenu smjera gibanja cˇepa.
Što se dogad¯a prilikom sudara cˇelicˇnih kuglica i plutenog cˇepa?
Usmjerenom raspravom navodimo ucˇenike da povežu impuls sile s promjenom koli-
cˇine gibanja. Prisjetimo se drugog Newtonovog zakona
~F = m~a, (5.1)
pri cˇemu akceleraciju možemo zapisati kao a = ∆~v/∆T , iz cˇega proizlazi
~F ·∆T = m ·∆~v. (5.2)
Promjena brzine plutenog cˇepa koji ima masu m proporcionalna je sili koja ju uzro-
kuje i vremenskom intervalu u kojem sila djeluje. Tijelu vec´e mase (tromijem tijelu)
teže c´emo promijeniti brzinu nego tijelu manje mase.
Što možemo zakljucˇiti na temelju mehanicˇkog modela o gibanju cˇestica zraka
ili vode u pokusima s dimnom komorom ili masti u mlijeku?
Molekule zraka i vode se poput kuglica u modelu gibaju nasumicˇno i sudaraju me-
d¯usobno te s cˇesticama dima ili masti (predstavljenima plutenim cˇepom u modelu).
Usporedbom gibanja vec´ih i manjih cˇestica masti ili dima ucˇenici zakljucˇuju da se ma-
nje cˇestice gibaju brže i imaju vec´e pomake zbog svoje manje mase. Nakupina dima
ili masti, koju pod mikroskopom vidimo, giba se nasumicˇno zbog sudara s moleku-
lama okolnog zraka ili vode, koje ne vidimo. Zbog razlike u broju sudara s razlicˇitih
strana nakupina dima ili masti stalno mijenja svoj smjer gibanja.
Zašto taj efekt ne primjec´ujemo za makroskopske objekte (npr. stol koji je
takod¯er okružen molekulama zraka koje udaraju o njega sa svih strana)?
Ucˇenici iznose svoja razmišljanja te zakljucˇuju kako na stol iz svih smjerova nalijec´u
manje cˇestice zraka i sudaraju se s njim djelujuc´i pri tom silom na stol. Kao i kod
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slucˇaja s cˇesticama dima, postoje male razlike u silama s razlicˇitih strana, no one
su premale da bi izazvale primjetno ubrzanje stola. Zbog toga se Brownovo gibanje
može primijetiti samo kod cˇestica vrlo male mase, kao što su cˇestice dima, masti ili
peludi.
Sada c´emo promotriti kako temperatura utjecˇe na nasumicˇno gibanje molekula.
ISTRAŽIVACˇKO PITANJE 2: Kako je temperatura povezana s nasumicˇnim gi-
banjem molekula?
Pokus: Dvije jednake posude napunimo toplom i hladnom vodom. U svaku posudu
stavimo kocku šec´era i promatramo brzinu otapanja bez miješanja.
Ucˇenici zapisuju svoja predvid¯anja u bilježnicu te iznose svoja opažanja nakon iz-
vod¯enja pokusa.
Ucˇenici primjec´uju da se kocka šec´era puno brže otopila u toploj, nego u hladnoj vodi.
Raspravom poticˇemo ucˇenike na zakljucˇak o povezanosti temperature s prosjecˇnom
brzinom molekula vode, što utjecˇe na broj i intenzitet njihovih sudara s kockom še-
c´era.
Zašto se kocka šec´era brže otopila u toploj vodi?
Ucˇenici zakljucˇuju da se u posudi s toplom vodom cˇestice vode brže gibaju što je
uzrok vec´em broju sudara. Vec´i broj sudara uzrokuje brži proces topljenja šec´era.
Kako bi povezali broj sudara s brzinom cˇestice, koristit c´emo racˇunalnu simula-
ciju (http://labs.minutelabs.io/Brownian-Motion/) na kojoj su prikazane vec´e i
manje cˇestice kojima možemo mijenjati energiju i velicˇinu. Promatrat c´emo gibanje
cˇestice i broj sudara pri promjeni energije.
Što se dogad¯a prilikom povec´anja energije sitnih cˇestica?
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Slika 5.2: Prikaz simulacije Brownovog gibanja. Preuzeto iz [17].
Ucˇenici zakljucˇuju da se povec´anjem energije povec´ava brzina cˇestica te uocˇavaju da
je ta energija kineticˇka energija.
Što se dogad¯a s brojem sudara prilikom povec´anja energije?
Ucˇenici uocˇavaju da se povec´ava broj sudara cˇestica povec´anjem njihove energije.
Što iz pokusa i simulacije možemo zakljucˇiti o nasumicˇnom gibanju cˇestica?
Povec´anjem temperature povec´ava se brzina nasumicˇnog gibanja molekula te se po-
vec´ava broj sudara cˇesticom.
Završni dio sata
U završnom dijelu koristit c´emo konceptualno pitanje s karticama kako bi provje-
rili usvojeno znanje.
U dvije posude, s hladnom i toplom vodom, stavit c´emo kapljicu tinte.
Što ocˇekujete, u kojem slucˇaju c´e kapljica brže doc´i do dna posude? Ponud¯eni
odgovori su:
(a) U toploj vodi
(b) U hladnoj vodi
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(c) Jednako brzo u obje vode
Ucˇenici obrazlažu svoja predvid¯anja. Potom se izvede pokus.
Rješenje: U hladnoj vodi. Molekule vode se nasumicˇno gibaju i sudaraju s kapljicom
tinte koja se takod¯er nasumicˇno giba. Kada vodu zagrijemo, molekule vode se pocˇnu
gibati brže i time raspršuju kapljicu te joj sprjecˇavaju neometan prolazak na dno po-
sude. U hladnoj vodi je prosjecˇna brzina molekula vode manja te c´e kapljica tinte biti
manje ometena i prije c´e pasti na dno posude.
Dodatno zamolimo ucˇenike da navedu ili osmisle primjer gdje mogu uocˇiti nasu-
micˇno gibanje makroskopskih cˇestica u svakodnevnom životu.
Neki od primjera su cˇestice prašine obasjane snopom svjetlosti (ukoliko nema struja-
nja zraka, koje više doprinosi gibanju prašine), širenje mirisa kroz prostor itd.
48
6 Zakljucˇak
U ovom radu opisali smo Lévyjev let i njegovu primjenu u fizici i interdisciplinar-
nim podrucˇjima. Prvo smo razmotrili matematicˇki formalizam vezan uz Brownovo
gibanje te svojstva bitna za primjenu u fizici, ali i u drugim podrucˇjima znanosti.
Brownovo gibanje smo opisali kao Gaussovski proces koji proizlazi iz centralnog
granicˇnog teorema, njegovu vezu s jednadžbom difuzije te primjenu geometrijskog
Brownovog gibanja na financijskom tržištu. Proucˇavajuc´i procese koji nisu u skladu s
centralnim granicˇnim teoremom, opisali smo Lévyjev let koji predstavlja nasumicˇan
hod kod kojeg dužine koraka imaju teškorepu raspodjelu. Zatim smo opisali svojstva
stabilne raspodjele kao i njihovu primjenu u fizici i ekonomiji te pokazali kako Altma-
nov Z pokazatelj ne slijedi normalnu, nego teškorepu raspodjelu. Pokazali smo kako
vremenska dinamika sastavnica Altmanovog Z pokazatelja, kao i promjena kreditnog
rejtinga, slijedi navedenu raspodjelu te smo na taj nacˇin ilustrirali kako primjenom
teorija i metoda iz fizike možemo pristupiti rješavanju problema u ekonomiji.
49
Dodaci
Dodatak A Python kod za Lévyjevu raspodjelu
// Levy.py
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.stats import norm
import numpy as np
import levy
# Ucitavanje prikupljenih podataka
data = pd.read_csv(’podaci.csv’, index_col=0)
lista1 = data["X1"].values
# Parametri za normalnu Gaussovu distribuciju
parametri_gauss = norm.fit(lista1)
x = np.linspace(-4,4,100)
# Fit normalne raspodjele
fitted_pdf = norm.pdf(x,loc = parametri_gauss[0],scale = parametri_gauss[1])
# Fit Levyjeve raspodjele
parametri_levy = levy.fit_levy(lista1)
levy_fitted = levy.levy(x, *parametri_levy[:4])




plt.plot(x, levy_fitted, "red", label="Levyjeva raspodjela", linewidth=2)













[1] Mandelbrot, B. B.; The fractal geometry of nature. New York: W.H. Freeman &
co., 1983.
[2] Scher, H.; Montroll, E.W.; Anomalous transit-time dispersion in amorphous so-
lids // Phys. Rev. B., (1975), str. 12.
[3] Cardoso, O.; Gluckman, B.; Parcollet, O.; Tabeling, P.; Dispersion in a
quasi-two-dimensional-turbulent flow: An experimental study // Phys. Fluids,
(1996), str. 8.
[4] Osborne, A. R.; Kirwan, A. D.; Provenzale, A. Bergamasco, L.; Fractal drifter
trajectories in the Kuroshio extension // Tellus, (1989), str. 41A.
[5] Ghosh, R. N.; Webb, W. W.; Automated detection and tracking of individual and
clustered cell surface low density lipoprotein receptor molecules //Biophys. J.,
(1994), str. 66.
[6] Ott, A.; Bouchaud, J. P.; Langevin, D.; Urbach, W.; Anomalous diffusion in
"living polymers": A genuine Lévy flight? //Phys. Rev. Lett., (1990), str. 65.
[7] Dedi, L.; Moguc´nost primjene geometrijskog Brownovog gibanja za vredno-
vanje opcija //Ekonomski pregled: mjesecˇnik Hrvatskog društva ekonomista
Zagreb, (2004), 1009.
[8] Weks, E. R.; Swinney, H. L.; Random walks and Lévy flights observed in fluid
flows // University of Texas at Austin: Center for Nonlinear Dynamics and
Department, 1998.
[9] Barthelemy P.; Bertolotti J.; Wiersma D.S.; A Lévy flight for light // Delft Uni-
versity of Technology // Nature vol. 453, (2008), str. 495-498.
[10] Šodan, S.; Financijska analiza poslovanja // Sveucˇilište u Splitu, Ekonomski
fakultet, ak. godina 2015./2016., predavanja br.4.
[11] Žager, K.; Žager, L.; Analiza financijskih izvještaja, 2008.; str.269.
[12] Galli, D. Magnetic fields in star-forming regions : theoretical aspects. // Dense
molecular gas around protostars and in galactic nuclei : European workshop
52
on astronomical molecules 2004 / edited by Baan and Hagiwara. Dordrecht :
Springer, 2004. Str. 43-51.
[13] Brownian motion and single particle tracking, Advanced bioengine-
ering methods laboratory, École Polytechnique fédérale de Lausanne,
https://lben.epfl.ch/files/content/sites/lben/files/users/179705/
Brownian%20Motion%20Handout.pdf, 22.1.2006.
[14] Planinic´, M.; Istraživacˇki usmjerena nastava fizike - kako je približiti školskoj
zbilji?; // Zbornik XII. hrvatskog simpozija o nastavi fizike, 2015.; Zagreb: HDF,
Str. 8-15.
[15] Bloomberg Professional Services; Podaci prikupljeni iz Bloomberg terminala na
dan 11.05.2018.
[16] Nolan, J.P.; Stable Distributions - Models for Heavy Tailed Data // Math/Stat
department, American University, (2018)
[17] Minute Labs simulacija Brownovog gibanja; http://labs.minutelabs.io/
Brownian-Motion/
53
